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Wahlpflichtfacheriibergreifender Unterricht in Mathematik,
Informatik und Darstellender Geometrie an der AHS

Alfred Koutensky, Wien

0. EINLEITUNG

Rahmenbedingungen der Lehrveranstaltung

Der folgende Artikel dokumentiert das, in den Schuljahren 1994/95
und 1995/96 am GRG VIII in Wien durchgefiihrte Projekt zu obigem
Thema. Das im Zuge der Oberstufenreform an der AHS eigefihrte Wahl-
pflichtfachmodell sieht vor, daB Schiiler der 5.Klasse AHS/RG aus
einem vorgegebenen Facherkanon insgesamt 10 Stunden in der 6., 7.
und 8.Klasse zu je 2 Wochenstunden buchen. Dabei ist es wichtig,
Entscheidungshilfen beim Verplanen der Unterrichtseinheiten anzu-
bieten. Als langjihriger Klassenvorstand am traditionell natur-
wissenschaftlichen RG in Wien VIII, Albertgasse 18, habe ich die
Schiiler iiber die entsprechenden Wahlmdglichkeiten aufgeklidrt. Dabei
ergaben sich Schilergruppen, die sich unter anderem fir die Wahl-
pflichtfiacher Mathematik (vertiefend, Mv), Informatik (zusatzlich,
INFz) und Darstellende Geometrie (vertiefend, DGv) entschieden ha-
ben. Somit bot die Gelegenheit, eine Klasse einerseits in den
Pflichtgegenstinden Mathematik und Darstellende Geometrie, anderer-
seits Schiilergruppen in den genannten Wahlpflichtgegenstidnden (WPF)

unterrichten zu konnen, besondere piddagogische und didaktische Mog-
lichkeiten.

Die Lehrveranstaltungen Mv, INFz und DGv waren anfinglich nicht als
untereinander vernetzt gedacht. Erst durch organisatorische Basispa-
rameter, wie

- Klassenvorstand als Leiter der Wahlpflichtfdcher Mv, INFz,
DGv und Lehrer in den entsprechenden Pflichtgegenstanden

- in den Kursgruppen nur klasseneigene Schiiler

- DGv als jahrgangsibergreifender Kurs gefihrt

- stundenplantechnisch ginstige Einteilung (somit Workshop -
Arbeitsgruppencharakter moglich)

und die gemeinsame Thematisierung der mdglichen Lehrinhalte aus den
Wahlpflichtfdchern in einer, den Veranstaltungen vorangestellten
Diskussion, wurden ficheriibergreifende Aspekte "entdeckt'". Durch
Aufbereitung derselben auf AHS - Niveau, verstand sich die Lehrver-
anstaltung als gewachsene Struktur, die letzlich das Profil eines
naturwissenschaftlich - technischen Unterrichtsprojektes annahm.
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1. METHODISCHE UND DIDAKTISCHE ASPEKTE

Eine wesentliche Voraussetzung fur die Themenfindung in den Wahl-
pflichtfidchern war eine "Bestandsaufnahme' der dafiir nétigen Lehr-
inhalte der Pflichtgegenstinde Mathematik und Darstellende Geome-
trie. Der jeweilige (zu Kursbeginn vorgestellte) Themenkatalog fur
die zu vertiefenden Kapitel hatte regulierenden Vorschlagscharak-
ter und war, bedingt durch eine bestimmte Erwartungshaltung seitens
der Teilnehmer, nachjustierbar.

Als prinzipielle Unterrichtsform wurde der durch den Lehrer ange-
leitete, konstruktive Arbeitsunterricht gewahlt. Die vernetzte The-
menbehandlung wurde in vagen Ansdtzen vorbereitet und mit Methoden
des wissenschaftlichen Arbeitens vertieft. Besonders grofer Wert
wurde auf die "Entdeckung'" facheriibergreifender Aspekte durch die
Schiiler gelegt. Praxisorientierte Anwendungen (im Sinne innovativer
Nischenlosungen) trugen zur Lebendigkeit des Unterrichtes bei. Auf
der Basis dieser methodisch und didaktisch gewachsenen Strukturen
konnten inhaltliche Grenzen als Schnittstelle zum universitaren Be-
reich erkannt und fallweise durch Hilfestellungen unterschiedlichs-
ter Art ilberwunden werden.

Die gruppendynamische Analyse der WPF - Projektgruppe kann als har-
monisch bezeichnet werden. Die Teilnehmer zeigten stets positive
Einzel- und Teamarbeitshaltung. Sie waren interessiert an der Aus-
einandersetzung mit der Sache und um eine entsprechende Dokumen-
tationsform der Themen sehr bemuht. Diese erfolgte meistens durch
Artikel oder Protokolle. Dabei war flr die Schiler auch Gelegenheit,
sich in der Praxis des wissenschaftlichen Arbeitens zu iben.

Als technisches Hilfsmittel besaB8 jeder Schiiler den graphikfahigen
Taschenrechner TI-81 von Texas Instruments, der schon im Kernunter-
richt ab der 6.Klasse zur Verfiugung stand. Der Einsatz des Rech-
ners, auch als Visualisierungshilfe, hat sich stets bewahrt und wur-
de als fixer Bestandteil im Arbeitsprozefl betrachtet.

Die Behandlung entsprechender Themenbereiche mittels Computeralgeb-
ra - Software (wie z.B. Mathematica) war wegen diesbeziglich man-
gelhafter Hardwareausstattung der Schule nicht moglich, wirde je-
doch neue MOglichkeiten erdffnen. So sollte an dieser Stelle uber—
haupt das Wahlpflichtfach Informatik als 'niitzliches Werkzeug" zur
Behandlung von ProblemlOsungsstrategien gesehen werden, das sich
nur an der zur Verfiligung stehenden Hard- und Softwarekonfiguration
orientieren kann. Einige Teilnehmer des Wahlpflichtfaches INFz pro-
grammierten deshalb einfache Graphik - Modul - Sequenzen in hoheren
Progrmmiersprachen, die der Visualisierung mathematischer Inhalte
dienten.

Fur Darstellende Geometrie wurde das CAD-3D Softwarepaket der
TU-Wien (Institut fur Geometrie) verwendet, das der Autor dieses
Artikels in der Version "DGv V1.0" der Schulhardware angepaBSt hat.
Am Ende des Schuljahres 1994/95 wurden die Ergebnlsse des facher-
ubergrelfenden Arbeitsunterrichtes im Rahmen einer kleinen Ausstel-
lung in der Schule préasentiert und somit der naturwlssenschaftllche
Bereich des Schulprofils betont.

Die Reflexionen der Schiiler iuber die vernetzte Lehrveranstaltung
waren positiv und durch Zufriedenheit iber die geleistete Arbeit
gepragt. Fur die WPF - Projektgruppenteilnehmer bedeutete die Ent-
scheidung fiir diese Facher nicht nur, daB sie ihren Ausbildungs-
schwerpunkt in der Oberstufe der AHS auf den naturwissenschaftlich-
technischen Sektor gelegt haben, sondern auch die damit verknipf-
ten Prifungen im Rahmen der Reifepriifung 1996.
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2.1 WAHLPFLICHFACHERUBERGREIFENDE THEMENKREISE

In den Schuljahren 1994/95 und 1995/96 wurden folgende facheriiber-
greifende Themenkreise behandelt:

( 1) Vertiefende Behandlung der analytischen Kegelschnittsgeometrie
und ihre Visualisierung mit Hilfe des PC.

( 2) Die Komplexen Zahlen und ihre funktionentheoretische Bedeutung
in der Anwendung bei der "Joukowski-Abbildung", einschlieBlich
der PC-Visualisierung.

( 3) Analytische Differentialgeometrie von Kurven (auch in Parame-
terdarstellung) im R2 und R3 unter besonderer Berilicksichtigung
der Krimmungstheorie. Visualisierung mit PC-Hilfe.

( 4) Einfihrung in die ebene Kinematik und Getriebelehre. Anwendun-
gen bei der Trochoidenbewegung (z.B. Die Geometrie des
"wankel-Motors'"). Graphische Umsetzung mit Hilfe des PC.

( 5) Einfihrung in die elementare Flachentheorie: Darstellung von
Flichen (auch mittels Parameter); insbesondere Drehflachen.
Visualisierung mit PC-Unterstitzung.

( 6) Einflihrung in die Kotierte Projektion. Anwendungen bei Aufga-
ben aus dem StraBenbau, insbesondere ein Ausblick auf die
Gelindefliachen und ihre approximative Erfassung als numeri-
sches mathematisches Problem im StraSenbau (Fraktale Ansatze).

( 7) Rechnerische Behandlung geometrischer Abbildungen mit Hilfe
der Matrizenrechnung und ihre Bedeutung fir das rechnerge-
stiitzte Konstruieren in der Darstellenden Geometrie.

( 8) Einfiihrung in die CAD-Techniken mit dem Schwerpunkt CAD-3D. -

( 9) Behandlung "Bio-Geometrischer' Strukturen, insbesondere jene
der Bienenwabenzelle. Graphische Adaption mit Hilfe des PC.

(10) Die Techniken der Informatik als nutzliches "Instrument' fur
die Entwicklung von Problemlosungsstrategien hinsichtlich
ausgewahlter Kapitel der Mathematik.

2.2 PROJEKTBEISPIELE ZU DEN THEMENKREISEN

Die Geometrie der Bienenwabenzelle

Wir betrachten Pflasterungen der Ebene mit lauter kongruenten Fi-
guren. Unter allen derartigen pflastersteinen hat das regelmaBige
Sechseck bei gegebenem Fldcheninhalt den kleinsten Umfang. Der
Kreis hat zwar noch geringeren Umfang, ist aber nicht okonomi-
scher, weil keine Begrenzungslinie doppelt verwendet wird. Eine
Bienenwabe besteht aus zwei Schichten einander gegeniberstehender
zellen. Jede Zelle grenzt mit ihrer Basis, die aus drei Rhomben
besteht, an drei Zellen der gegeniiberliegenden Schicht. Das Rhom-
bendodekaeder besteht aus zwolf Rhomben. Es entsteht, wenn man
auf jede Seitenfliche eines Wirfels eine Pyramide setzt, deren
Hohe gleich der halben Seitenlange der wiurfelkante ist. Einen
Wirfel kann man durch einen Schnitt mit einer Ebene, die durch
sechs Wirfelkantenmittelpunkte verlduft, so halbieren, das die
Schnittfliche ein regelmaBiges Sechseck ist.Diese Ebene halbiert
auch das Dodekaeder; die Schnittflache ist ebenfalls ein Sechseck.
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Eine weitere Anregung fur
biogeometrische Fragestellun-
gen bieten die Abbildungen
der Muschelschale und des
Schneckengehduses, die
Spiralflachen sind [1].
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Analytische Differentialgeometrie von Kurven im R2 und R3

Bei der thematische Betrachtungsweise wurden die Kurven je nach Bau-
art in expliziter, impliziter, parametrisierter und in Polarkoordi-
natendarstellung behandelt. Abgesehen von der elementaren Diskussion
des Graphen der Kuxve, wurde besonders die Krimmungstheorie beriick-
sichtigt. Die untenstehende Abbildung zeigt die visualisierte LOsung
des Krimmungskreises in einem allgemeinen Ellipsenpunkt samt Evolute
des Kegelschnitts. Logarithmische Spiralen [2], sowie Schraublinie
und rdumliche Spiralung [3],[4], wurden ebenso diskutiert, wie auch
die Trochoidenbewegung (als Anwendung der ebenen Kinematik) neben
mathematischer Analyse mittels Graphik-Modul visualisiert wurde.
Einige weiterfiihrende Uberlegungen hatten iibrigens durchaus unter-
haltsamen Charakter [5]
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Die Geometrie des Wankel-Motors

Der seinerzeit vieldiskutierte, bei den NSU-Werken nach den Ideen
von F. Wankel entwickelte Kreiskolbenmotor ist eine Verbrennungs-
kraftmaschine, die nach dem Viertakt-Ottoprinzip arbeitet. Wahrend
aber den ublichen Ottomotoren ein Schubkurbelgetriebe zugrundeliegt,
das die hinundhergehende Bewegung des Kolbens im Zylinder mittels
der Pleuelstange in eine Drehbewegung umsetzt, beruht der Wankel-
Motor auf einer Planetenbewegung:

Ein dreieckiger "Kolben" oder "Laufer" mit gewdlbten Seiten rotiert
in einem langlichen Gehduse, dessen Form durch eine gestreckte Epi-
trochoide der Charakteristik 1:3 festgelegt ist, die von allen drei
Kolbenkanten gemeinsam durchlaufen wird. Hierbei bilden sich zwi-
schen Kolben und Gehdusewand drei veranderliche Kammern, in welchen
sich der bekannte Viertakt-Proze abspielt: Ansaugen des Kraftstoff-
Luft-Gemisches durch den EinlaBischlitz, Verdichtung, durch eine
zindkerze ausgeldste Verbrennung (Arbeitstakt), AusstoBen der Abga-
se durch den Auslafschlitz. Bei einer vollen Kolbenumdrehung spielt
sich dieser Prozef in allen vier Kammern ab, und zwar mit einer
Phasendifferenz von 120°.

Bestechende Vorteile des Wankel-Motors sind mithin der Wegfall von
Ventilen und die Vermeidung von Massenkraften, wie sie das Be-
schleunigen und Abbremsen oszillierender Teile bedingt. Der Motor
besitzt nur zwei bewegte Teile: den Laufer und die Motorwelle, de-
ren Exzenter im Laufer drehbar gelagert ist. Im Laufer sitzt ein
hohler Zahnkranz, der mit einem am Gehause befestigten Stirnrad
kdmmt. Wahrend einer Umdrehung des Ldufers erfolgen drei Zilindungen
und die Motorwelle macht drei Umdrehungen.

Ein schwieriges technisches Problem war die einwandfreie Abdichtung
des Laufers gegen die Gehdausewande. Ein interessantes geometrisches
Problem betrifft die Formgebung des Laufers. Die Ausfiihrung mit ebe-
nen Seitenfldchen wiirde keine geniigende Kompression bedeuten. Aus.
diesem Grund werden die Seitenfldachen gewdlbt, und dabei erhebt sich
die Frage nach dem auBersten zulassigen MaB der Wolbung, der durch
die Zylinderwand Grenzen gesetzt sind. Das praktisch verwendete Lau-
ferprofil weicht von der theoretischen Grenzform nur geringfligig ab.
Die gewdlbten Kolbenwdnde erhalten uUbrigens noch wannenfdérmige Aus-
nehmungen, um das richtige Verdichtungsverhdltnis zu erzielen {1}.

Zindkerze

Kreiskolbenmotor von WANKEL [6]
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Die Joukowski-Abbildung als Anwendung der Komplexen Zahlen

Wwenn man bei der Joukowski-Transformation (bei der es sich ubri-
gens um eine konforme Abbildung handelt) in der Darstellung

f(z) = z + ¢c*/z (*)

die komplexe Zahl z = x + iy aufspaltet, last sich nach geeigneten
Umformungen ein brauchbarer Ansatz fur eine PC-Visualisierung fin-
den: Spiegelt man nimlich einen Punkt P(x/y) der kartesischen Ebene
an einem Kreis in Mittelpunktslage mit dem Radius c, und spiegelt
anschlieBend noch an der x-Achse, so erhalt man nach graphischer
Anwendung von (*) den transformierten Punkt. Unterwirft man nun
samtliche Punkte der  Peripherie eines Kreises dem erklarten Ver-
fahren, so erhdlt man Joukowski-Profile. Ihre Gestalt wird durch
die entsprechende Wahl der Parameter bestimmt. Praktische Anwendung
findet die Joukowski-Abbildung als ''Modellierhilfe'" bei der Erstel-
lung von Tragfligelprofilen. Nimmt man bei der Transformation auch
noch die mit dem Kreis verknupften Stromlinien mit, so hat man ein,
durch PC-Simulation unterstiitztes, einfaches Modul zur Verfigung,
das flr weitere Arbeitsanregungen dienen kann.
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Einfuhrung in die elementare Flachentheorie

Dieses Arbeitsgebiet wurde als eines der aufwendigsten in der WPF-
Projektgruppe empfunden:

Das Ergebnis einer sensiblen "Gratwanderung' zwischen Schulmathema-
tik und universitidren Inhalten wird in den nachstehenden Abbildun-
gen deutlich, die ihrerseits Auskoppelungen aus der WPF-Ausstellung
und einschlidgiger Fachliteratur [7] sind.

Die Schraubflachen wurden ansatzweise behandelt. Besonders widmete
sich die Gruppe den Drehfldchen und hier speziell dem Torus. Genau
wurden die achsenparallelen Schnitte eines Ringtorus untersucht,
wobei man die Bernoulli'sche Lemniskate dabei einer umfassenden Dis-
kussion unterzog.

Das Viviani'sche Fenster, (es ergibt sich im Schnitt einer Kugel mit
einem 2ylinder, wobei der Kugelradius gleich dem Zylinderdurchmesser
ist) als Beispiel fiir die Durchdringung zweier '"in Berihrung" be-
findlicher Flachen, sorgte durch die Eigenschaft, das die Raumkurve
geometrischer Ort von gleicher geographischer Lange und Breite auf
der Kugel ist, fur Erstaunen.

L
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Kotierte Projektion (Aufgaben aus dem StraSenbau)

In ein zunichst theoretisch eben gebdschtes Geldnde wurde eine
StraBe mit den notigen Dammen und Einschnitten projektiert. Beim
Ubergang der geraden StraBenmittellinie in eine kreisfdormige wurde
ein Klothoidenbogen verwendet. Dabei bot sich erneut Gelegenheit,
das Krummungsverhalten von Kurven zu studieren. Mit einem Ausblick
auf natirliche Gelandeflidchen und ihre approximative Erxrfassung als
numerisches Problem wurde das Thema abgrundet.
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Die nachstehende Abbildung zeigt eine, in ein natirliches Gelinde
projektierte, geradlinig verlaufende, ansteigende StraBe mit den
notigen Dammen, Einschnitten und Wassergriben [8]. Die Vermaschung
eines Geldndes mit Hilfe mathematischer, parametrisierter Flichen
erdffnet die M8glichkeit fiir einen fraktalen Gelandeansatz, der hier
in einer visualisierten Metamorphose zu sehen ist.
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3. BEMERKUNGEN

Die Arbeitsprozesse und ihre Ergebnisse exfolgten ohne den tradi-
tionellen '"Schuldruck", was natilirlich von der Schulergruppe abhidn-
gig war. Fur das positive Gelingen eines derartigen Projektes mus
die Bereitschaft dazu vorhanden sein, weil der entsprechende Ar-
beitsaufwand in der Vorbereitungs, - Durchfihrungs- und Nachberei-
tungsphase beachtlich ist. GroBe Flexibilitit ist jedenfalls bei
der konkreten Umsetzung der vorbereiteten Arbeitssequenzen ange-
bracht. Damit bietet der wahlpflichtfacheribergreifende Unterricht
die Chance, die sich ergebenden Freiriume fiir neue padagogische
Qualitaten zu nitzen.

4. VERZEICHNISSE

{1} W. Wunderlich; Ebene Kinematik, BI-HTB, 1968.

Die Abbildung [6] enstammt W. Wunderlich; Ebene Kinematik, BI-HTB.
Die Abbildungen [1],([21,[31,[4],(8] sind aus

W. Wunderlich; Darstellende Geometrie II, BI-HTB, 1967 entnommen.
Die Abbildung [7] ist Giering, Seybold; Konstruktive Ingenieur-
geometrie, Hanser-Verlag, 1987 entnommen.

Die Abbildung [5] entstammt 'Spektrum der Wissenschaft', 3/1994.
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